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Реферат. Рассмотрено относительное срабатывание инструмента, позволяющее не учитывать зависящие от внешних 
условий трудноопределяемые технологические коэффициенты, а также физические, механические и технологические 
свойства обрабатываемого материала. Данное срабатывание определяется распределением скоростей скольжения  
и давления в зоне контакта инструмента и заготовки, а также временем обработки, которые характеризуются геомет-
рическими и кинематическими параметрами исполнительного механизма станка и режимами обработки. Предложено 
поэтапное моделирование процесса срабатывания рабочей поверхности инструмента: без осцилляции верхнего звена 
и с его возвратно-вращательным движением. Согласно этому подходу, на первом этапе выполняется расчет распре-
деления скоростей скольжения и давления в зоне контакта притирающихся поверхностей, а на втором этапе при 
определении относительного срабатывания в точках нижнего звена (инструмента) отслеживается перемещение этих 
точек из областей зоны контакта с одними значениями указанных величин в области с другими. Получена математи-
ческая модель процесса формообразования плоской поверхности в условиях свободного притирания тела и контрте-
ла, которая устанавливает количественные связи между режимами обработки и формой обработанной поверхности  
и является имитационной численной моделью, так как позволяет получать для наперед выбранных моментов времени 
распределение относительного срабатывания по рабочей поверхности инструмента. 
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Abstract. The relative actuation of the tool is considered, which makes it possible not to take into account the hard-to-
determine technological coefficients depending on external conditions, as well as the physical, mechanical and technological 
properties of the processed material. This response is determined by the distribution of the relative sliding speeds and pressure 
in the contact zone of the tool and the work-piece, as well as the processing time, which are characterized by the geometric 
and kinematic parameters of the machine operating mechanism and processing modes. A phased simulation of the actuation 
process of the tool working surface is proposed: without oscillation of  the upper link and with its return-rotational  movement. 
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According to this approach, at the first stage, the distribution of the relative sliding speeds and pressure in the contact zone  
of the grinding surfaces is calculated, and at the second stage, when determining the relative response at the points of the  
lower link (tool), the movement of these points from the areas of the contact zone with same values of the indicated quantities 
in the area with others is monitored. A mathematical model of the process of shaping a flat surface under conditions of free 
grinding of the body and counter-body is obtained, which establishes quantitative relationships between the machining modes 
and the shape of the treated surface and is a simulation numerical model, since it allows to obtain the distribution of relative 
triggering over the working surface of the tool for pre-selected time points. 
 
Keywords: conical surfaces, free grinding method, correct, mathematical modeling, conjugate areas 
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Качество оптических деталей с конической 
поверхностью (аксиконов) определяется в пер- 
вую очередь прямолинейностью их обра- 
зующей, которая в классической технологии 
обеспечивается в процессе ручного возвратно-
поступательного перемещения инструмента 
(шлифовальника и полировальника) по поверхно-
сти конуса. При этом диаметр инструмента (он 
должен быть меньше длины образующей), коли-
чество двойных ходов в минуту и величину ам-
плитуды колебательных движений назначает ис-
полнитель исходя из своего опыта и интуиции.  
В результате процесс изготовления аксиконов 
занимает значительное время и не обеспечивает 
повторяемости результатов обработки. 
С целью повышения качества рассматрива-
емых деталей в [1, 2] предлагается использо-
вать метод свободного притирания образующей 
конуса к плоскому инструменту. Однако точ-
ность рабочей поверхности последнего со вре-
менем нарушается, что отрицательно влияет на 
точность обрабатываемой конической детали. 
Эта проблема может быть решена посредством 
непрерывного поддерживания плоскостности 
рабочей поверхности инструмента специаль-
ным правильником в виде стеклянной пласти-
ны. Закон перемещения последней, обеспечи-
вающий требуемую плоскостность рабочей по-
верхности инструмента, задается наладочными 
параметрами станка. Для инженерного опреде-
ления наиболее выгодных значений таких па-
раметров в каждом конкретном случае требует-
ся выполнить математическое моделирование 
технологического оборудования, плоских при-
тирающихся поверхностей инструмента и пра-
вильника, а также непосредственно процесса 
формообразования этих поверхностей. Реше-
нию первых двух из отмеченных задач посвя-
щена работа [3], а третья из них рассматривает-
ся в данной статье. 
 
Моделирование срабатывания  
притирающихся плоских поверхностей  
при обработке  
без осцилляции верхнего звена 
 
В соответствии с гипотезой Ф. Престона [4] 
срабатывание для линейного износа обрабаты-
ваемой поверхности детали (верхнее звено) и 
рабочей поверхности инструмента (нижнее 
звено) в произвольной точке можно записать: 
 




U ck v p dt                        (1) 
 




U ck v p dt                        (2) 
 
где v, p – скорость скольжения и давление в зоне 
контакта инструмента и заготовки соответствен-
но; д, и – индексы, указывающие, что функ- 
ции v = v(t), p = p(t) различны для всевозможных 
точек обрабатываемой поверхности заготовки и 
рабочей поверхности инструмента, так как в про-
цессе обработки они пересекают области зоны 
контакта с разными значениями этих величин. 
Перейдем к исследованию относительного 
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Относительное срабатывание, представлен-
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батывание в одной точке больше, чем в дру- 
гой [5]. Оно не зависит от неизвестных коэф-
фициентов c, kд и kи, а определяется распреде-
лением скоростей скольжения v и давления p  
в зоне контакта инструмента и заготовки,  
а также временем T обработки, которые харак-
теризуются кинематикой, динамикой станка  
и режимами обработки. 
С одной стороны, знание относительного 
срабатывания позволяет оценить точность 
формы обработанной поверхности, а также 
размерную стойкость инструмента. С другой, 
изучение влияния распределения скоростей 
скольжения, давления, «выхода за край» на 
эпюру относительного срабатывания инстру-
мента и заготовки открывает возможность 
управления процессом формообразования пу-
тем изменения этих параметров [6]. 
С учетом того, что заготовка и инструмент 
могут быть как верхним, так и нижним звенья-
ми [7], будем говорить о срабатывании рабочей 
поверхности нижнего и верхнего сопряженных 
звеньев. 
Чтобы оценить относительное срабатывание 
рабочей поверхности верхнего или нижнего 
звена, достаточно рассчитать его в опорных 
точках в ,ijM  в1, ,i n  в1,j m  или 
н ,ijM  н1, ,i n  








 полного оборота нижнего 
звена все его опорные точки вернутся в пер- 
воначальное положение, поэтому изменение 
скоростей скольжения этих точек и давления  
в их окрестностях носит циклический характер, 
и достаточно определить относительное сраба-
тывание в них за период Тн. С целью определе-
ния срабатывания период Тн вращения нижнего 







   
 
При достаточно большом K можно предпо-
ложить, что скорость нijv  скольжения точки 
н
ijM  
и давление нijp  в ее окрестности не изменяются 
в течение промежутков времени tн. С учетом 
этого допущения выражение для относительно-
го срабатывания нижнего звена в точке нijM  









u v p t

                       (5) 
 
где н н,ijk ijkv p  – средние за k-й промежуток вре-
мени tн значения величин нijv  и 
н
ijp . 
Таким образом, чтобы рассчитать сраба‐ 
тывание рабочей поверхности нижнего звена  
в опорной точке нijM , необходимо опре- 
делить скорость скольжения данной точки и 
давление в ее окрестности для K положений 
этого звена. 
Заметим, что в рассматриваемом случае (от-
сутствует осцилляция верхнего звена) распре-
деление скоростей скольжения и давления в 
зоне контакта инструмента и заготовки с тече-
нием времени не изменяется [8]. Скорости и 
давление для опорных точек верхнего (или 
нижнего) звена изменяются потому, что в ходе 
обработки они перемещаются из одних обла-
стей зоны контакта в другие с различными зна-
чениями этих величин [9]. Поэтому логично 
рассчитать распределение скоростей скольже-
ния и давления в зоне контакта, и при опреде-
лении относительного срабатывания в точках 
верхнего (или нижнего) звена отслеживать пе-
ремещение этих точек из областей зоны кон-
такта с одними значениями указанных величин 
в области с другими. С этой целью выделим  
в зоне контакта систему точек и определим для 
них скорости скольжения и давление. 
Для расчета относительного срабатывания 
рабочей поверхности нижнего звена располо-
жим его полярную систему координат в соот-
ветствии с рис. 1 и скопируем элементарные 
площадки нijdS    и опорные точки 
н
ijM  на зону 
контакта. Полученные в результате этого пло-
щадки и точки зоны контакта назовем сопря-
женными и обозначим CfrdS    и .
C
frM  Число K 
выберем равным числу секторов mн, при этом 
угол н поворота нижнего звена за время tн 
будет равен угловому размеру сектора н.  
В качестве начального выберем положение 
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Рис. 1. К определению сопряженных площадок и точек 
 
Fig. 1. Determination of adjoining areas and points 
 
Тогда в течение первого промежутка време-
ни tн каждая опорная точка нijM  пересечет от 
начала до конца какую-либо сопряженную 
площадку CirdS   , в течение второго – площад-
ку 1
C
irdS     и т. д., а относительное срабатыва-







u v p t                        (6) 
 
где ,C Cir irv p  – скорость относительного сколь-
жения и давление в окрестности сопряженной 




Рис. 2. Начальное положение нижнего звена 
 
Fig. 2. Initial position of lower link 
 
Скорость скольжения может быть опреде-
лена по формуле  
 
 2 2 2 2 2 2 2н н в в н в н в ,v r r r r e         (7) 
 
где н, в – скорость вращения нижнего и 
верхнего звеньев; rн, rв – расстояние от осей 
вращения этих звеньев до опорной точки М;  
е – расстояние между осями вращения упомя-
нутых звеньев. 
Входящий в (7) параметр rв можно опреде-
лить по теореме косинусов из треугольника 
C
irCGM  (рис. 3) 
 
 2н 2 н нв 2 cos .i i rr r e r e               (8) 
 
Условие rв > 0,5Dв – признак того, что ис-
следуемая точка расположена за краем верхне-
го звена, т. е. не является сопряженной. 
 
 
Рис. 3. К определению параметра rв 
 
Fig. 3. Determination of parameter rв 
 
Методика расчета относительного срабаты-
вания изложена применительно к рабочей по-
верхности нижнего звена. Расчет относитель-
ного срабатывания верхнего звена выполняется 
аналогично. 
 
Моделирование срабатывания  
притирающихся плоских поверхностей  
при обработке с возвратно- 
вращательным движением  
верхнего звена 
Относительное срабатывание будем рассчи-
тывать за время Т2 одного кинематического 
цикла, т. е. за время одного полного оборота 
кривошипа l2. Считаем, что закон 2 движения 
кривошипа задан. Предположим, что имеет ме-
сто перманентное движение механизма стан- 











Как и ранее, полный оборот 2 кривошипа 
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выделяем K положений кривошипа и всего ме-
ханизма. Условимся, что для первого из выде-
ленных положений кривошипа обобщенная ко-
ордината равна 0. Тогда для второго и k-го его 
положений: 
 
2,2 2;    
 
 
 2, 2 1 .k k     
 
 
Далее предположим, что кривошип и меха-
низм движутся не непрерывно, а дискретно,  
т. е. в течение промежутка времени t2 = Т2/К 
кривошип находится в положении 1, а в тече-
ние следующего такого же промежутка време-
ни – в положении 2 и т. д. 
Пусть за время пребывания механизма в по-
ложении k относительное срабатывание ра- 
бочей поверхности верхнего звена в опорной 
точке вijM  составит 
в ,ijku  а срабатывание рабо-
чей поверхности нижнего звена в опорной точ-
ке нijM  – 
н .ijku  Тогда срабатывание этих поверх-
ностей в данных точках за время Т2 одного ки-
























За время t2 верхнее звено совершит Nв пол- 























где Тв, Тн – время одного полного оборота 
верхнего и нижнего звеньев соответственно, а 
квадратные скобки означают, что берется во 
внимание целая часть от деления. 
При свободном вращении верхнего звена 
его угловая скорость является функцией време-
ни или обобщенной координаты [10]. В этом 















В общем случае время t2 не кратно Тн,  
и нижнее звено, совершив Nн полных оборотов, 




н 2 .    
 
 
Полный угол н поворота нижнего звена  
за время t2 определим, умножив этот интервал 
времени на его угловую скорость н = t2н, 
тогда допн 2 н н2 .t N       
Расчет величин вijku  и 
н
ijku  можно выполнить 
аналогично расчету относительного срабатыва-
ния сопряженных поверхностей в опорных точ-
ках в случае обработки без осцилляции верхне-
го звена. Так, для расчета в1iju  – относительного 
срабатывания рабочей поверхности верхнего 
звена в опорных точках в первом положе- 
нии механизма – выполняем следующее. Зону 
контакта инструмента и заготовки разбиваем  
на площадки сопряжения CfrdS    и выделяем  
на них сопряженные точки .CfrM  В таком поло-
жении все опорные точки вijM  расположены  
на границах сопряженных зон, за время tв пе-
ресекают их и достигают границ следующих 
зон и т. д. Относительный износ рабочей по-
верхности верхнего звена в опорной точке вijM  
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Индекс k у величин ,Cirkv  
C
irkp  и 
C
irkt  говорит 
о том, что рассматривается положение меха-
низма с номером k, а для каждого из этих по-
ложений характерны свои сопряженные точки, 
скорости скольжения, давление и т. п. 
Поворачиваясь дополнительно на угол допв ,  
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Для точек первого сектора это будут сопря-
женные площадки 
в1 2
, , ..., .C C Ci i ifdS dS dS            
Для точек сектора l – , 1, , ...,
C C
il i ldS dS         
в,
.Ci l fdS     При этом рабочая поверхность верх-
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Полное относительное срабатывание рабо-
чей поверхности верхнего звена в первом по-
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Чтобы получить относительное срабатыва-
ние рабочей поверхности нижнего звена в 
опорных точках, повторяем приведенные рас-
суждения, начиная с нового разбиения зоны 
контакта на сопряженные площадки. В резуль-
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Далее переходим к следующему положению 
механизма и срабатывание сопряженных по-
верхностей в опорных точках определяем в той 
же последовательности. При этом необходимо 
учитывать, что если в положении 1 начальная 
ориентация полярной системы координат верх-
него и нижнего звеньев относительно их общей 
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 то в положении 2 
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Заметим, что при определении положений 
полярных систем координат сопряженных зве-
ньев принимаются во внимание не полные углы 
поворотов, а повороты за исключением углов, 
кратных 2: 
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В k-м положении механизма в момент вре-
мени tk = t2(k – 1) ориентация полярных си-
стем координат верхнего и нижнего звеньев 
определится соответственно углами: 
 
 




















Чтобы понять, какие дополнительно сопря-
женные площадки пересечет опорная точка 
в
ijM   нijM  в k-м положении механизма, рас-
смотрим величины fв(k – 1) и fн(k – 1), которые 
являются как бы счетчиками дополнительно 
пересекаемых сопряженных площадок. Показа-
тели mн и mв – периоды этого счета, так как за 





























Тогда в k-м положении механизма опорные 
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А для относительного срабатывания нижне-
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Износ рабочей поверхности верхнего и 
нижнего звеньев в опорных точках вijM  и 
н
ijM  
за время кинематического цикла Т2 представля-
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Получена математическая модель процесса 
формообразования плоских поверхностей на 
станках с возвратно-вращательным движением 
верхнего звена, характеризующаяся тем, что: 
– устанавливает количественные связи меж-
ду входными (геометрическими параметрами 
станка, инструмента и детали, режимами обра-
ботки) и выходными (формой обработанной 
поверхности детали и рабочей поверхности ин-
струмента) параметрами обработки; 
– является имитационной численной моде-
лью формообразования, так как позволяет по-
лучать для наперед выбранных моментов вре-
мени обработки распределения в зоне контакта 
инструмента и детали скоростей скольжения, 
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